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Abstrad. Casselman introcluced the Jacqu担tmodule J(U) of U for阻油nissible
representation U 01 a s宮古risimpleLi程 groupG. In this pap開 weinvestigateぜle
st開 ctureof I(U) wh朗 Uis a prindpal series repr母sent組 on.
1. Jacq uet加群
5を半単純Lie群とし P=MANを極小放物型部分群とその Langlands分解とする.
G の admissible 表現日に対し， U から主系列表現Ind~(ぴ② λ) への準同型写綾がどのく
らいあるかとしづ問題を考えよう.Cassεlmanにより 2 次の定理が知られている.
事実 1.1(Casselma科大島).日が既約であるとする，この時z ある M の既約表現σとA
の既約表現λが存在し， HomG(U，Ind~(σ@λ)) ヂ O.
つまり，少なくとも一つは非自明な準向型写像が存在する.一般に， XをPの表現でN
が自明に作用するものとする.この時， Frobenius 相互捧により HomG(U/ Ind~(X)) ~ 
Homp(U，である。更に， N は Xに自明に作用するのであるから， Homp(U，X)とど
HomMll (U / nU， X)が成り立つ*1 ただし，ここで nはNのLie環の被素化である.よっ
て，主系列表現への準同型写像を求める問題は，日/ねむの構造を求めることと同等である.
ただし 3 よく知られている通り関手口 l→日/nUは(右完全ではあるがJ完全では
ない.そこで s より homolo部F代数的に扱いやすい Jacquet加群が次のように定義さ
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れる.GのLie環の寵素化を gとおき g 認の普遍包絡環を日と書くことlこする.閉
じ記訟をその地の Lie群に対しても用いるーまた 9 一般にLie環与の表現 Vに対し g
有限 =tりを Vldをね く∞}とおく。
定義1，2 (Cassel主].<i，宣1)，uを
ように定義する a





















特に :- U/n.Uー であるから，日/n日は と自然に向型となる@提っ
てp 次の問題を考える包
関豊富。 Harsh~handra 加群 UIこ対 を求めよ.
iくを 5 の極大コンパクト部分群とする。本論では9 日が自明な瓦~type で生成される主
系列表現の場合iこ](U)を考察する.
2ω 自顕在 K-typeで生成される主薬事Ij表Z露骨 jac司uet加群
最初に以下で能う記号について述べておく。一般にC上のベクトル空間 Vに対し，Vまで
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λε ぜに対し，
日(λ)ニ I国 F(1③ il)K有限=





















@λ が反支配的ならばs 有限次元既約表現を部分表現として含み3 よる商は正則
と反正財離散系列の直手rlとなる.
λが支配的であるとしよう@上で述べた構造から s 日(めから口(めへの準向型写館は定数
倍しかなく， λ)から日(一λ)への準向型写像は9 ぜ(めから有限次元表現への射影と p 有
限次元表現からーめへの埋め込み写懐の合成しかない.ょうて U(λ れ日(λ)= 2 
となる e 一方pλ が反支配的であるとすると， λ)から λ)への準同型写換はやはり定
数倍しかないが， U(λ)から U(一λ)への準向型写像は2女元あることがわかる.従って 3
=3となる.つまりBλ が支配的である限り InU(λ) 
そうでない時は次元が突然あがったりするのである@
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がとれるようなCartan対合。を盟定しds百=8(n)， T = 8(t)とおく.




定理 2，2( [Abe06] 官悶orem4，5).ある部分加群の列 J(U(λ))= V1コ1らコ・・・コ
Vr+1 = 0で，vd時十le::九1(Wjλ)なるものが存在する.ただし，{Wll・.. ，ωr} = W. 
完全系列
。→ Vi+1→ vi→ M(w刈→。
がい‘つ分裂するかは興味ある問題である。次の定理は部分的な解答を与える.1 < iくずに
対し，W(i) = {jI Wiλ-Wjλε 2Pっとおく.
定謹 2.3( [Abe06] Tho:re踊 3，9，Th印間関 4.1)，全ての単位元でない WEWに対L
Wλ#λ であるとする.この時，](U(λ))の生成元 V2，'・リVr}で，すべての HEaと
XεmEDnに)lfし
(H十X)Viξ (Wjλ十P)(H)Vi+ L U(g)Vj 
jEW(i) 
なるものが存在する.特に，全ての W E W ~こ対し λ -Wλ rf- 2P+ならば，](U(λ)) e: 
母wEwM(ωλ)・
3ロ長支覇己的な場舎の主系列表現





d つまり B 叫が8の固有値-1の国有空間の極大可換部分代数となるように.
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Reλ を反支配的とする.Woをwo(:E+)= -:E+なる Weyl群の元とする a この時，
(J(U(λ))つ自有限=お(日(-λ))
であるが， U(一λ) 竺Ind~p)(10 (-W州)であり ，Re(-w州は百に関し支配的であるか
ら定理を用いることができる.tに関する一般 Venna加群Mt(μ)を次のように定義しよ
う.まず1次元p表現Cμ を(H+X)Vニ戸(H)(Hε 仏 XE m Eln， VεCμ)と定義し，
Mp(μ)=日(9)⑧U(t)C}<_pと定義する a この時p 定理2.2からEたが成り立つ.
3.2. Reλ が反支配的であるとする.この時s ある部分加群の列 (l(U(λ))つ4有限=
コ1セコ..圃コYr'+1= 0で，ViIVi+l ~ M( -wiλ)なるものが存在する。ただし，
{ω1，・・Fωr}= W. 
さて，主系列表現への準同型写畿にはl(日休日In](U(λ))が対応するのであったとの
空間の双対をとると， (J(日(λ))/nJ(口(λ キ~ {xεJ(U(λ))キ Inx =となる.ここで，











定理2.2及び定理2.3をG= Sl.(2，lR)の場合に証明しよう。 R)の基底 H，E+，Eー
を[H，E:lJ=土E土，[E+，E-l = H， Il = <CH， n = <CE+， s(E+) = -.Eー となるようにと
る.Reλ が支配的であり，かつ Oでないとする*4 日(λ)は自明なK表現により生成され
叫 T悶nslatic百九principl告を用いれば， λ=0の場合の定理2.2i土λf-Oの場合に帰者できるー
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{;)， uを自明な瓦表現のむでない元とすると p 関採式i立今の場合次のようになる(ー鍛の場
合はKostant[Kos75，官官o:re立12，10.3]). 
-H +2E+E_ = 
(E+ -E_)μ= O.
だし， z叶 (c1-1H CZ)によりむとピと見なした@従って-H + 2E~)u = 
である a ここから g 茸 =u (modλ))とおけば (H一件十1/2))(日一
λ+ 冨=0であるから， U(λ)/nU(λ)が2次元であり， Hの圏有{直が土λ十1/2
る。
さて，Ul= (H“一(一λ十 U2= (丘一件十1/2)同とおく.これらは modnU(λ) 










? ?? ? ???? ?????
である。







さて， (H -Q-REi -むであるが，ここでLξ GL(2， e'(n) )を (H-Q-REi)Lニ
L(H -Q -T)なる Tが撞力簡単になるように選ぶことを考える.Lニ乙kLkE'f， Tロ
工:kTkE'fとおき， (H -Q -RE~) L = 日一号 T)を満たすとすると，両辺の E空の係
数を比較して
ニC[[E+1Jである q 民間)は J(立(λ))に作用することに注意
K 
2kLk -[♀，L/cl = "LLjT/C-l-RLk-l 
1=0 
となる.初期値を Lo= 1， Toニ Oとしておくと(これはk=Oの式を満たす)， ~たのように
なる。
2kLk一[Q，Lkl=九十:LLI T.1c-1 -RLk_l 
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骨 λが正整数ならば，T = T;.EtλB ただし九の 2) 。である.
となることがわかる.
具体的な計算を後で行うが，その前に定理の証明を終えて3 しまおう。 Lを先に述べたよ
うにとる.すると vニ o町)= L -lUεI(U(λ)fとおけば一号- =0が成り
立つ.
Lε 1z + M(2，よりり三科 (mod





E_Vl， E_vz を求めるために，自明な K~type からとってきていた u を町， V2 で表す B
V1，V2は加群としてR口〈λ))を生成するのだから，ある E 日(λ))が存在
し，u = A(l)Vl + A(2)V2が成り立つ A(i)を展開し，A(i) = LAki)E~_ と書いておく.
補題4，1. ，AO2)チ0
証明 λ))λ))で考えると p り三試 (modnI(U(λ)))であるから u三Ao1)Vl十
AO2)V2 (mod n知 (λ)))である Ulf Uzの定義から，A61) = 1/2λ， A62) = -1/2λであ
る。特にOではない。 口
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さて，E_Vl，E一向を求めようー (E_-E+)u=Oであるから，
O Z 41)E-U1+ZAj~-EiV1 
-L A?) Ei+1Vl 





、ことがわかる (Rελ~O かっ λ 持。 に注意).よって p ーλ+ -1の一般間有空関
lこ射影することにより吐 A~2)E_V2= 0を得る A~2) 刊であるから ， E_v2， = 0である
E_Vlを求めるために今度は屈有値λ+1/2-1の一般国有空間に射影しよう.まず3
λが半整数でなければ一行自第一項しか現れず，問機に E-Vl= 0である時。 λが半整数で
あるとすると 3 次のようになる.
o z APE-U1+AEE-ETP2一Ai?-2ET-102






補題4.2.四 (1) "i = J(U(λ)) . 
(2)二つの全射M(-λ)→1らと M(λ)→V1/巧はどちらも同型B
証明.(1) Vlとり2は現有限であるから， 111 C J(U(λ))。逆の包含関保を示す.
りεJ(日(λ))とする.りはある日の囲有{直μの一般固有空間に属しているとして一般性
を失わない.すでに述べた通り，I(U休日はり1，V2により E(n)加群として生成されるから p
ある B(l)I B(2)εE(叫が存在し，V = B(l)Vl + B(2)V2が成り立つ.
*5この操作が正当であることはもちろん証明しなければならない. [Abe06， Corollary 2.9J参照.
時後から述べるが，Lの作り方から Af)はkが奇数なら0であることがわかる よって， λが整数でなければ
E_Vl := 0となる a
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B(i) = LkBii)Etと展開する すると ，v = LB11)Etvl + [;Di2)Eiv2となるが，こ
こで左辺は国有髄 pの一般開有空間に属しているのだか 0，その部分lこ樹影するとりニ




れた Osbome 予想 [HS83J を用いる • A = {diag(a， ) I認>O}， M = {diag(e，ε-1) I 
Eニ土1}と実現しておく.
まず， M(刊の措壊を求めよう • a加群としては， M(μ)=窃位。Mμ十1/2+kである.た
だし， MlJfま1次元 a表現で， Hがワ{告で作用するものである.槌って， M(戸)の指標
的(M(戸))は 8(M(μ))(exp(tH))= Lk=Oet(戸+1/2+k)= ) _ Il)を満たす。
次に， ](U(λ)) の指標を Osbome 予想、を用いて計算する • 1ヤ1Aの開集合 (MA)ー を
{diag(a，a-1) I lalくりにより定義する.このとき， Osbome予想、によれば， Harish-
Chandra加群日に対し，(MA.)一上で自(U)~由(J(日))が成り立つ。ここで，窃(U(λ))








数の場合を扱う.式 (4.1) を思い出す• k <λならばTk_1ニo(! = 0，1，.. .，k)であるから，
(2(k~阿部一λ)b仁 1(OK-1-ck-1bk-141)






















を縛る.ここでp 一般にxε <C， m E Z却に対し (x;m)= x(x十月ー・・(x+m-1)とおい
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た@ よって，王立 のk=λの式から 9




































この式の， Hの一般園有植が λ-1/2の部分を取り出すと 9 第一項は Gで，第二項は
土zλ-1の部分，第三項はk= 0，第四項はk=λの部分が残る。提って3
(bλ-1一 )E~λ-1 -E-Vl一 ETP22 0 
る.ここで E-ET地エ (E~ÀE_+ E~A-l 十 λ -1/2))v2 = 0であるから p
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を得る。従って P 完全系列
。-→ 地 (-λ))→(J(日(λ))1民間λ キ→ HO(n，Mp
が得られる.担 {uεMInu= を日。と書いたー
まず3λ が整でないとしよう.この時p 式は分裂しs 従って式





次にsλ が整で λ12は撃でないときを考える。この場合も 2 式は分裂し，やは
り式の最後の写換は全射である.また， dimHO(rtFA尋問)= 1であるが 3
dim Mp(一λ))= 2となり，従って dimJ(U(λλ=3. 
最後にpλ が整なときを考える.この時p式(4.2)は分裂しない.王主体司の最識の写換
が全射にはならない(諮って， dimHO(n， (λ)) = 1より O射)ことを示そう a りを
の最高ウェイトペタトノレの日(λ))つ司有限への引き戻しとし， nv昇。を示せばよい.完
全列劫は分裂しないのだから，E十'01正Oまたは(丘一 (λ -1 持Gである.後者と
飯定して E十U昇。を示そう。この時， Hの国有値を考えれば(H-(-λ- (H -(λ-
1/2)尚弁 9である。日(めには(目立十H十2E_Eりがλ2_ 倍で作用するーこの元は
U(g)の中心に属しているから，ロ(λ))にも閉じ作用をする.よって， tH U ¥ /1.) ) n有i壌
にも同様である.従って， (.H2 + H + 2E_ E十一 (λ2-1/4) =( 
(λ- + 2E_E+)v = 0， (珂一 (-λ-1 (H -:λ -1/2)v 1= 0であるから，
E_E+v 1=o.よって E+む井口である。以上から F この場合 dimJ(U(λ))I吋(λ))= 
dirn HO( n， Mp (-λ)) = 2となる
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